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Résumé :  

Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte. En équipant son fibré tangent TM (resp. son 

fibré tangent unitaire) d'une métrique pseudo-Riemannienne g-naturelle G (resp. sa restriction 

sur le fibré unitaire), nous étudions la biharmonicité des champs de vecteurs (resp.  des 

champs de vecteurs unitaires) en tant que fonctions, ainsi que les points critiques de la 

fonctionnelle de biénergie restreinte à l'ensemble des champs de vecteurs (resp. des champs 

de vecteurs unitaires) sur M. Contrairement à la métrique de Sasaki sur TM, où les deux 

notions sont équivalentes à l'harmonicité du champ de vecteurs et ensuite à sa parallélisme, 

nous prouvons que pour de larges classes de métriques g-naturelles sur TM, les deux notions 

ne sont pas équivalentes. De plus, nous donnons des exemples de champs de vecteurs qui sont 

biharmoniques en tant que points critiques de la fonctionnelle de biénergie restreinte à 

l'ensemble des champs de vecteurs, mais qui ne sont pas des applications biharmoniques. 

Nous donnons également des exemples de champs de vecteurs biharmoniques propres (resp. 

de champs de vecteurs unitaires), c'est-à-dire ceux qui sont biharmoniques sans être 

harmoniques. 

Nous étudions également la biharmonicité de deux classes de fonctions sur les espaces totaux 

de fibrés vectoriels équipées de la classe de métriques à symétrie sphériques, la première est 

la classe des fonctions relevées verticalement et la deuxième est la classe des fonctions r-

radiales. Nous construisons dans chaque cas des exemples de fonctions (proprement) 

biharmoniques. 

 

Mots clés : Harmonicité, biharmonicité, fibré tangent, fibré unitaire, fonction, champ de 

vecteurs, métriques g-naturelle, fibré vectoriel. 

 

SOME PROBLEMS OF (BI-)HARMONICITY IN RIEMANNIAN 

GEOMETRY  
 

Abstract:  

Let (M,g) be a compact Riemannian manifold. Equipping its tangent bundle TM (resp. unit 

tangent bundle) by a pseudo-Riemannian g-natural metric G (resp. its restriction on the unit 

tangent bundle), we study the biharmonicty of vector fields (resp. unit vector fields) as, as 

well as critical points of the bienergy functional restricted to the set vector fields (resp. unit 

tangent bundles) on $M$. Contrary to the Sasaki metric on $TM$, where the two notions are 

equivalent to the harmonicity of the vector field and then to its parallelism, we prove that for 

large classes of gnatural metrics on TM the two notions are not equivalent. Furthermore, we 

give examples of vector fields which are biharmonic as critical points of the bienergy 

functional restricted to the set of vector fields, but are not biharmonic maps. We provide 

equally examples of proper biharmonic vector fields (resp. unit vector fields), i.e. those which 

are biharmonic without being harmonic. 

We also study the biharmonicity of two classes of functions on the total spaces of vector 

bundles equipped with the class of spherically symmetric metrics. The first class consists of 

vertically lifted functions, and the second class consists of r-radial functions. In each case, we 

construct examples of (proper) biharmonic functions. 

 

Key Words : Harmonicity, biharmonicity, tangent bundle, unit tangent bundle, vector field, 

function, g-natural metrics, Vector bundle. 


