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N.B. : Aucun document n’est autorisé et tous les résultats doivent étre justifiés

Exercice 1 : ( 9 points ) Les questions suivantes sont indépendantes
(In ())*
z—1
2. Montrer que I’équation = + arcsin (z) = 0 admet une seule solution « dans [—1,1] que l'on déter-
minera .
3. Montrer que la fonction numérique définie sur |—oo, 0] par f (z) = In (1 — e*) admet une bijection
réciproque f~! & déterminer .

1. Donner le prolongement par continuité au point 1 de la fonction numérique f : x —

4. En utilisant le T.A.F, montrer que (Vx > 1) ﬁeﬁ <2 (e% _ eﬁ> <ot . puis déduire I
limite lim 22 (eé . eﬁ) .
xr——+00

5. Résoudre, dans R, I’équation : 5ch (x) — 4sh (x) =3 .
6. Calculer : Arcsin (sm (%’)) .

Exercice 2 : ( 9 points ) Soit f la fonction numérique définie sur I =]—1,1[ par :

HJ) + 2arctan (z) — 4z

f(x)ln(

1—2x )
x? arcsin () siz#0
f0)=0
1. (a) Donner les développements limités au voisinage de 0 & lordre 2 et 4 des fonctions v : z —
\/1177 et v:xr— H—lﬁ respectivement .

(b) En utilisant les développements limités au voisinage de 0 des fonctions arcsin’ et arctan’
donner les développements limité au voisinage de 0 a 'ordre 3 et 5 des fonctions arcsin et
arctan respectivement .

(¢) Montrer que pour tout x assez proche de 0, on a : In (%f—i) —4r = —2x+ % + % +o0 (:Jc5) .

2. (a) Donner le développement limité de f au voisinage de 0 & 'ordre 4

(b) Déterminer I’équation de la tangente & la courbe de f au point O (0, f (0)) ainsi que la position
de cette tangente par rapport a cette courbe.
3. Soit g la fonction numérique de la variable réelle x définie par : g (z) = g 3 f (é) .
(a) Donner le développement limité généralisé de g & 'ordre 1 au voisinage de —oo .
(b) En déduire que la courbe de g admet la premiére bissectrice comme asymptote au voisinage
de —oo et étudier la position de cette asymptote par rapport a cette courbe.

Exercice 3 : ( 4 points )

1. Calculer la limite de la suite de terme général : u, = /e — (1 + %)n .

2. Etudier la convergence de la suite récurrente suivante et donner sa limite :

up=u; =1et (Vn € N¥) unH:l—&—ui.
Bon courage



Solution :

Exercice 1: ( 9 points )

1. Comme
(In (z))* In(z)
:1:1*>1 x—1 _:vlﬂl r—1 ln(a:)
=1x0
=0, (0.5pts)

alors le prolongement demandé est la fonction g définie par :

(x)=f(z) sizeD
{ gg (1) =0 I (0.5pts)

2. Comme 0 + arcsin (0) = 0, alors 0 est une solution de I’équation en question (0.5pts) , et la
fonction g : @ — x + arcsin (x) est strictement croissante sur [—1, 1] car

1

(Ve e]-1,1]) ¢ (z) =1+ Vi

>0.

alors 0 est I'unique solution de cette équation dans [—1,1] (0.5pts).
3. La fonction z — 1 — e” est continue sur R, en particulier sur |—oo,0[ et (Vzx <0) e* < 1 =
1—e*>0,alors f:z+—In(1—e”) est continue sur I =]|—o00,0[ . (0.5pts) D’autre part,

eac

(Ve <0) f(2) =1

<0,

d’oul f est strictement décroissante sur I, elle admet donc une bijection réciproque f~! définie de
J=f{I)=|lim g(x)), lim g¢g(z| =]—00,0[=1I vers I . (0.5pts)
r—0+ Tr——00

Et pour tous (z,y) € I? on a :

Tl =z <= fl2) =y
—in(l—e")=y
= 1—-e"=¢€Y
—1l-e'=¢"
—z=In(l-¢Y)
«— fHy)=In(1—€¥) (0.75pts).

Donc

i —r
rr— fH(z) =In(1—-¢%) (0.25pts),

ca-d: ft=Ff.
4. Soit z > 1, alors la fonction f : t —» et est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, z + 1] comme
composée de deux fonctions dérivables sur [z, z + 1] , donc d’apres le T.A.F il existe ¢ € ]z, z + 1] tel
Tt 1 (@)
r+1—=x .
fonction g : t — g (t) = tlg eT est strictement décroissante sur |0, +oo[ alors g (x + 1) < g (¢) < g (z)
L ew < (2ec < %e% (0.5pts), d’on

l
ec

= f'(¢) (0.5pts), ouencore (3¢ € |z, x + 1[) : ex —ewHT = e ; et comme la

ou encore ¢ +1)
(E+1)26”+1 <etr —erT < mzeL donc (Vz > 1) ﬁeﬁ < 72 (ewl —em) < er . (0.5pts)
2
Et comme lim er = lm e* = 1 et lim ——— = 1, alors hm x ( )
x——+00 x—+00 r—+00 ($+ ]_) r—+00
1 (0.5pts).



5. Le domaine d’étude de cette équation est Dy = R, et pour tout * € Dg, on a :

5ch (z) — Ash (z) = 3 <= 55 +26 — 45 ;e =3 (0.5pts)
" +9% 7 =6

e 9
e+ —=6
e&U

(")’ 6" +9=0 (0.5pts)
= (*—3)°=0

<~—e"—-3=0

< ¢" =3 (0.5pts)
—z=In(3) .

Donc les solutions , dans R, de 'équation 5e” — 4e~® = 3 sont In (3) (0.5pts).

Arcsin (sin (?)) = Arcsin (sm <7r + %))
= Arcsin (—sin ( )) (0.5pts)
)

= Arcsin (sm ( )

= —= - = ——a— .5pts).
Gcar 66{ 2,2} (05ps)

car sin est zmpazre

Exercice 2 : ( 9 points )

1. (a) Pour tout z assez proche de 0, on a :

1

Ner Sk

:1—|—%m2—|—0($2) .

On a aussi :

1 2, .4 4
Donc u (z) =1+ 12% 4+ 0 (2?) (1pt) et v(z) =1 —2? + 2" + 6 (2*) (1pts) sont les dévelop-
pements limités demandés .
(b) Comme pour tout z € |—1,1] aresin’ (x) = u (z) =1+ 122+ 6 (2?) (0.5pts), d’ott pour tout
x assez proche de 0, on a :

3

arccesin (x) = arcsin (0) + x + % +6 (2*)
3

=z+ % +6 (2*) (0.5pts).

Et comme pour tout = € R arctan’ (z) = v(z) = 1 — 2% + 2* + 0 (z*) (0.5pts), d’ott pour
tout x assez proche de 0, on a :

3 b
arcctan (x) = arctan (0) + x — 3 + = +0(2°)
3 5
=z — % + % +0(2") (0.5pts).

Donc arcsin (x) = x+ 956—34—0 (z%) et arctan (z) = v— %B—I—I—; +0 (2°) sont les développements
limités demandés .



(¢) Pour tout x assez proche de 0 on a :

ln<1+x> —dr=In(l+z)—In(l—2)—4z

11—z

2 3 4 5 2 3 4 5

= (x—g—kg—z—kair))— (—x—x—x—m—x>—4x—|—o(a:5)(0.5pts)
2z3 225

—2x+%+%+0(m5) (0.5pts).

2. (a) D’apres les résultats de la question

mathbf1, pour tout x assez proche de 0 on a :
In (}_%) + 2arctan (z) — 4z
flx) =

2

x2arcsin (x)

—2x+%+%+2(m—%3+15—5)+0(x5)
= 3 (0.5pts)
22 (z+ L 46 (2%))
Y +o(e)
x3+x—65+0(335)
Y to(?)
1—|—%2+0(x2)

Donc f (z) =

(b) f(z)= %xz — 1%304 +o0 (m4) étant le développement limité de f au voisinage de 0 a 'ordre 4,

alors y = 0 est I’équation demandée (0.5pts) . Par ailleurs comme p = 2 et % > 0, alors la
courbe de f est au dessus de cette tangente au voisinage de 0 (0.5pts) .

(S

% — %x‘l +o0 (x4) est le développement limité demandé .

3. (a) Pour tout x assez proche de —oo, en posant ¢t = %, alors t est assez proche de 0 a gauche et

on a :
5 1
9@ =371 (3)

\ be‘ F(t) (0.5pts)

Donc le développement limité de la fonction g & 'ordre 1 au voisinage de —oo est donné par :

g(m)—x~é}c+o(;>.

(b) La courbe de g admet, au voisinage de —oo, la droite (D) : y = z, c-a-d la la premiére
bissectrice, comme asymptote (0.5pts).
1
Et comme pour tout = assez proche de —c0 , g (z) —x = s +o0 ) et —é > 0, alors la
T T
courbe de g est au dessus de son asymptote au voisinage de —oo (0.5pts) .

Exercice 3 : ( 4 points )



1. Pour tout n € N*, on a :

n
e— (1 + 1) =e—en n(13)
n

—e—e (mmamto(sh)) (0.5pts)

—e—elmm+o(3)

I
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D’ou

— % n(E+o(3)) (0.5pts)

_ ewar% ln(%Jro(l)) )

n
Donc lim {/e— <1 + 1) =1 (0.5pts).
n—-4oo n

2. Cette suite est récurrente associée a la fonction f définie sur R* par : f (z) = 1+% qui est strictement
décroissante sur ]0, +oo[ donc sur I = [1,4o0[ et f(I) =]1,2](C I), et comme ug < ug (uz = 2),
alors (ugy) est croissante et (ugn41) est décroissante . Par ailleurs, f([1,2]) = [1+ 3,2] (C [1,2])
et ug € [1,2], alors (Vn € N)1 < w, <2 (0.5pts), d’ou (ug,) est croissante et majorée et (ugp4+1)
est décroissante et minorée, donc les deux suites convergent vers deux limites [ et ! qui sont des
point fixes de g = f o f dans I (0.5pts). Or pour tout z € R, on a :

g@) =z f(f@) -z =0

1
= 1l+—-2=0

f(x)

1
<— 1+ —xz=0
141

x

20+ 1

=0
z+1 v
2x+179327x70
z+1 o

= a2 +r+1=0

1 5 1—-+/5
+2\[ ou x = 2\[ (0.5pts).

— T =

et puisque %% I car % <0<1,alorsl=1 = 1+2‘/5, les sous-suites (uz,) et (uzn11) de (uy)

N . 1++5
convergent vers la méme limite donc lim wu, =
n—-+oo 2

(0.5pts) .



