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0.1 Epreuve d’Analyse 1 : session normale 2019-2020 :
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Département de Mathématiques

SMA-SMI/S1, S.N.
Epreuve d’Analyse 1
Durée : 1 h 30 min

N.B. : Aucun document n'est autorisé et tous les résultats doivent étre justifiés

Exercice 1 : (Question de cours) Soient f: ECR—R;acRetlcR.
Montrer que lim f (x) =1 si, et seulement si, pour toute suite (z,) d’éléments de E
r—a

convergeant vers a , la suite (f (z,)) tend vers [ .
Exercice 2 : On considére A = {a: + % DX € Ri} )
1. Montrer que pour tout = > 0, = + % > 2.

2. Montrer que A admet une borne inférieure et déterminer Inf (A) .

3. Montrer que A n’est pas majorée .

Exercice 3 :
1. Montrer, en utilisant la densité de Q et de R\ Q dans R, que tout nombre réel est
limite d’une suite de nombres rationnels et limite d'une suite de nombres irrationnels.
2. Etudier la continuité de la fonction f : R — R définie par :
2t +x,sizcQ

f(x):{ 1 ,sizeR\Q

Exercice 4 : On considere la suite (u,,) définie par :
ug € RY et (VneN) upp1 =24 u, .
1. Etudier la nature de la suite (uy,) selon les valeurs de wy .

2. On suppose que ug = v/2 . Montrer que (Vn € N)u, = 2cos (JT) :

(Vérifier que (Vt € R) cos (2t) = 2cos® (t) — 1 ).

3. En déduire les valeurs de cos (%) et de cos (1%) .

Exercice 5 : Soient a € R, f : R\ {a} — R une fonction uniformément
continue et (x,) une suite d’éléments de R \ {a} convergeant vers a .

1. Montrer que la suite (f (x,)),, est convergente (utiliser le critere de Cauchy) . Notons

= lim f(z,) .

n——+00
2. Soit (y,) une autre suite d’éléments de R\ {a} qui tend vers a ; montrer que la suite
(f (yn)),, tend vers [ .

3. Montrer que f admet un prolongement par continuité au point a .

4. Montrer que la fonction f : 2 — f(2) = & n’est pas uniformément continue sur

R* .

Bon courage



0.1.1 Solution :

Exercice 1 : (Question de Cours)

—] On suppose que lim f (x) =l et on consideére une suite (x,) d’éléments de F telle

que nggloo x, = a . Montrons que ngrfoo flzn)=1.

Soit ¢

> 0, il existe n > 0 telle que (Vx € E) |z —al<n=|f(z)—1|<e.

Et comme lim x, = a , alors pour ce n > 0, il existe N € N; tel que :

(Vn €

Donc

n—-+00

N)n>N=|z,—al|<n.Doupourtout n € Non a:

n=N=|z,—al<n
=| f(x,) —l|<e.

lim f(z,) =1.

n—-+o0o

<] On suppose que pour toute suite (z,) d’éléments de E convergeant vers a , la suite
(f (x,,)) tend vers [ . Montrons que glﬂlg(ll f (z) = 1. Par l'absurde, supposons que f n’admet

pas [ pour limite quand z tend vers a . Alors, il existe ¢ > 0 tel que :

Donc,

Ainsi,

(Vn>0) (FzeE):lz—al<net |f(z)—1|>¢€.

1
(VneN") Bz, € E):|zn—al<—et | f(z,)—1|Z¢€.
n

il existe une suite (z,),,oy. d’éléments de E qui converge vers a et la suite (f (25,)),,cn-

ne tend pas vers [ ce qui est absurde .

Exercice 2 :

1.

Soit > 0, alors

1 2+ 1422
T+ —-—=2=
T x
_(95—1—1)2
N x

Donc pour tout x > 0, :v—l—% > 2.

Autre méthode : (Vx > 0) (\/_ — ﬁf >0, dot (Vo >0) 2 —2+1 >0, donc
(Vz>0) z+22>2.

Ona2=1+ % et 1 € RY, d'out 2 € A et alors A # (0 . Et d’apres la premiere

question A est minorée par 2, donc A admet une borne inférieure .
Inf (A) : Comme 2 est un minorant de A et 2 € A, alors Inf (A) =2 .

. Par ’absurde, supposons que A est majorée, alors :

(M >0): Vae A)a< M (M >0 car (Va€ A) a>0) .

D’ou (M > 0) : (V& > 0) z+= < M , en particulier pour z = M, ona: M+; < M
d’ou ﬁ < 0 ou encore 1 < 0 ce qui est absurde .

Exercice 3 :

1.

Soit x € R, alors pour tout n € N* | x < z + %, d’ott la densité de Q et de R\ Q
respectivement dans R entraine qu’il existe r,, € Q et i,, € R\ Q tels que

<, <T++



Ainsi, il existe (r,),cy. une suite d’éléments de Q et (i), o une suite d’éléments

de R\ Q telles que

neN

1
(VneN) { ESTsaty
Tl ST+ o

Et par le théoreme des gendarmes, = est limite de ces deux suites .
2. Soit x € R, alors si f est continue en x, 1_131 f(rn) = f(x) et 1_131 flin) = f(x)

s NIRRT . . T 2 _ 2 . Sy
(d’apres I'exercice 1) . Or nl_lgloo f(rn) = nl—lgloo Ty T +zet nl—lgloo f(in)

2

lim 1=1dou —2?+x =1 ouencore 22 —x +1 =0, d’oll = est solution, dans R,

n——+0o
de I'équation t?> —t +1 = 0 ce qui est absurde, car cette derniére n’a pas de solution

dans R (son discriminant est strictement négatif : A = —3) . Donc f n’est continue
en aucun nombre réel .

Exercice 4 :

1. Pour tout n € N, u,11 = f(u,) ou f est la fonction numérique de la variable
réelle définie par f (z) = 2+, et on a : Dy = [—2,+00[ et [ est strictement
croissante sur Dy et il y continue , alors f ([0, 4+o0[) = [\/5, —|—oo[(C [0, 4+00[), on
prend [ = [0, +oo[ ; donc

e f est continue sur I
o f(I)CI

o uy el

o (VneN) upy = f(uy)

Il s’agit donc d’une suite récurrente associée a la fonction croissante f, donc la suite
(u,) est monotone . Par ailleurs, pour tout = € I, on a :

flx)—z=vV2+ax—2
2+ x—a?

ETET

Le discriminant de —z?+x+2 est A = 1+8 = 9, alors les solutions de f () —x =0
dans Dy sont x; = % 1-3

=2et 1y = 5 = —1 et alors 2 est le seul point fixe de f
dans I . Et le signe de f (z) —x sur I est donné dans le tableau suivant :

T 0 2 +0o0

flz) —x + 0 —

e Siug =2, alors (Vn € N) u, =2, en effet : Pour n =0, ug = 2 .
Soit n € N, supposons que u,, =2 , alors u, 1 = f(u,) = f(2) =2.
Donc, d’apres le principe de récurrence, (Vn € N) w,, =2 .
La suite (u,) est donc constante, elle est convergente vers cette constante 2 .

e Siug € [0,2], alors : f (ug) —upg > 0 ou encore u; > ug , donc la suite (u,) est
croissante et (Vn € N) 0 < u,, < 2; En effet :
Le résultat est vrai pour n =0 .
Soit n € N; supposons que 0 < u,, < 2, alors, f(0) < f (u,) < f(2), car f est
croissante sur [0, +oo[ d’ou 0 < u,pq < 2 car f(2)=2.
Dong, par le principe de récurrence, (Vn € N) 0 < u, < 2.
La suite (u,) est alors croissante et majorée par 2, elle est donc convergente
vers 2 le seul point fixe de f dans I .



o Siug € ]2,400[, alors :f (ug) — up < 0 ou encore u; < ug , donc la suite (uy,)
est décroissante et (Vn € N) 2 < u,,. En effet :
Le résultat est vrai pour n =0 .
Soit n € N; supposons que 2 < u,, alors, 2 < f(u,), car f est croissante sur
[0,4+00] et f(2)=2don2 < Uy -
Donc, par le principe de récurrence, (Vn € N) 2 < u,,.
Dong, la suite (u,) est décroissante et minorée par 2, elle est donc convergente
vers 2 I'unique point fixe de f dans [ .

2. Soit t € R, alors

cos (2t) = cos (t + t)
= cos (t) cos(t) — sin(t) sin(t)

= cos® (t) — sin’ (1)
= cos® (1) — (1 — cos® (t))
= 2co0s* (t) — 1.

Montrons que (Vn € N)u,, = 2cos (2,1%) :
Par récurrence, pour n =0, on a : 2 cos (20%) = 2cos (%) =23 = V2 =y .

Soit n € N, supposons que u,, = 2cos (ﬁ) , alors :

T

Unp4+1 = 2 + up,

2 + 2cos (2n+2>

2 (1 + cos ( ))
(o} 520)

o T
4cos (T" +3)

:2|cos< :3>|

:2003( > car0< <7T:>cos(:>>0

= 2co0s (W) .

Dong, selon le principe de récurrence, (Vn € N) w,, = 2cos ( 5 +2) .

m o m
o () = (55

= —w; daprés la question précédente
vV 2+ Ug
V2+12

Il

2

—_

l\)\»—w\»—l\:}



Donc cos (
Et

T\ T
COS E = COS ﬁ
1
= — uy daprés la question précédente

\/2+U1
24+V2+V2.

N~ N — DN

16 2

1>:2+7 M'

Donc cos (

Exercice 5 :

1. Soit & > 0, alors il existe a > 0 tel que pour tout (z,y) € E? on a :
O<|lz—yl|<a=| f(z)— f(y) |<e.Or la suite (x,) est convergente vers a,
alors elle est de Cauchy, d’ou pour ce a@ > 0, il existe N € N tel que pour tout
(m,n) eN?ona:(m>Netn>N)=|wz,— 2, |<a.

Donc, pour tout (m,n) € N? on a :

(m=Netn>N)=|x,— 2, |<«
= f(zn) = f (2m) [< €.

Donc (f (x,)) est une suite de Cauchy, et alors elle est convergente .

2. Les deux suites (z,) et (y,), d’éléments de R\ {a}, convergent vers le méme réel
a, donc la suite (z, — y,) converge vers 0, puis f étant uniformément continue sur
R\ {a}, d’ou, d’apres notre cours, la suite (f (z,) — f (y»)) converge vers 0 . D’ou
la suite (f (yn) — f (zn)) + (f () est convergente vers 0 + [, celle-ci étant égale a
(f (yn)), donc la suite (f (y,)) tend vers [ .

3. D’apres la question 2. on a : pour toute suite (y,,) d’éléments de R\ {a} convergeant
vers a, la suite (f (y,)) tend vers [ . Donc, d’apres l'exercice 1.
lim f (2) =1 ,
r#a
f est donc prolongeable par continuité en a et son prolongement par continuité est
I’application numérique h définie sur R par :

h(x):{ f(x) si x € R\ {a}

[ six=a

4. La fonction f : x — 25 est définie sur R\ {0}; elle n’y est pas uniformément
continue, car si non, elle serait prolongeable par continuité en 0 ( d’apres la question
3 de cette exercice ) , donc admet une limite finie [ en 0, ce qui est en contradiction
avec le fait que glcii%f (x) =400 .

O



